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Для аналітичного аналізу нелінійних електричних кіл електротехнічних 
систем був використаний метод малого параметра, реалізований в частотної 
області. Для можливості реалізації розрахунків в частотної області 
використовувався автоматизований метод формування ортогональних 
гармонійних складових електричних величин на базі алгоритму дискретної 
згортки. Характеристика нелінійного елемента була представлена 
поліноміальною функцією третього ступеня. Показано, що застосування 
методу малого параметра з його реалізацією в частотної області дозволяє 
спростити процес аналізу електричних кіл з нелінійними елементами в 
аналітичному за рахунок автоматизації розрахунків у математичному пакеті. 
Аналітичні і чисельні розрахунки кола з активно-індуктивним навантаженням 
продемонстрували достатню точність запропонованого методу, відносна 
похибка за основною гармонікою струму не перевищила 6 %. Проведений 
порівняльний аналіз запропонованого методу малого параметра з класичним 
методом малого параметра на прикладі розрахунку електричного кола з RL 
навантаженням показав, що розроблений метод забезпечує більшу 
адекватність результатів та вищу точність розрахунків у порівнянні із 
існуючим. Відносна похибка за амплітудою першої та третьої гармонік 
струму не перевищує 2,5 % та за фазою – 1,042·10
–3
 %. Метод чисельного 
структурного моделювання застосовувався для визначення еталонних значень 
струму досліджуваного кола. Результати роботи можуть бути використані 
при розрахунках електротехнічних пристроїв, що містять напівпровідникові 
елементи і електричні апарати з нелінійними характеристиками. Також 
отримані результати дозволять удосконалити процеси активної компенсації 
вищих гармонік струму в електричних мережах з нелінійним навантаженням, 
що містить, а також розробляти засоби пасивної компенсації. 
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На сьогоднішній день аналіз нелінійних електричних кіл (НЕК) є одним із 
найважливіших завдань сучасної теоретичної електротехніки [1, 2]. НЕК є 
невід'ємною частиною більшості електротехнічних і електронних пристроїв. 
Необхідність в ускладненні силових напівпровідникових перетворювачів та 
обліку нових нелінійних ефектів стає гарним стимулом для розвитку теорії 
розрахунку та аналізу НЕК. Останнє використовується все ширше як в 
традиційних галузях аналізу й синтезу [3, 4], так і в нових напрямках 
моделюванні, ідентифікації і т.д [2, 5]. 
Аналіз НЕК найчастіше зводиться до визначення струмів по відомим 
параметрам кола [3]. Однак процес аналізу досліджуваних нелінійних систем 
супроводжується певними труднощами, серед яких можна виділити наступні: 
– неможливість використання добре розвинених методів аналізу лінійних 
кіл для вирішення нелінійних, через появу в них явищ, не властивих лінійним 
колам [4, 5]; 
– необхідність точної апроксимації нелінійної характеристики для 
забезпечення максимальної точності розрахунків [6]. 
Тому на практиці дослідники змушені вдаватися до комбінації декількох 
методів, наприклад, вейвлет-перетворень та ітераційних методів [7], 
моделювання роботи НЕК із використанням великої кількості метод чисельного 
розрахунку із складним набором початкових учов [8]. Це в свою чергу 
призводить до ускладнення розрахункових залежностей і провокує збільшення 
похибок обчислення [3, 5, 6–8]. 
На сьогодні не втрачає актуальність завдання дослідження процесів, що 
протікають в колах з напівпровідниковими перетворювачами, які є елементами 
з явно вираженою нелінійністю. Це і нелінійні кола енергетичних систем [9, 
10], і нелінійні кола силових активних фільтрів [11], системи керування яких 
побудовані на p-q теорії [12] та крос-вектоній [13] теоріях миттєвої потужності. 
До головних питань, які ставлять перед собою дослідники при аналізі таких 
систем можна віднести: визначення закономірностей і підвищення 
ефективності енергоперетворення [11–14, 16–18], визначення природи 
виникнення реактивної потужності [12, 15, 20], розробка ефективних методів 
розрахунку струмів досліджуваних кіл [21].  
Також необхідно відзначити, що наразі актуальною проблемою є вибір 
засобів активної [19] і пасивної фільтрації [22, 23]. Але коректний вибір засобів 
пасивної фільтрації вимагає аналізу показників роботи сааме підключеного 
нелінійного навантаження, що можливо з використанням аналітичних методів 
розрахунку електричних кіл [21].  
Враховуючи перелічене, обгрунтованим є розвиток ефективного і простого 
з практичної точки зору аналітичного методу розрахунку. Розроблений метод 
має забезпечити можливість провести якісний аналіз нелінійної 
електротехнічної системи, а також дозволить провести аналіз механізмів 














2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми 
Як відомо, методи аналізу нелінійних електричних кіл можна розділити на 
аналітичні і чисельні. 
Використання чисельних методів істотно полегшує завдання дослідникам, 
оскільки дозволяють при відносній легкості реалізації отримати інформацію 
про практично будь-яких процесах в НЕК. Через стрімким розвиток 
комп'ютерної техніки і наявності великої кількості спеціалізованих програмних 
продуктів, таких як SAPWIN [24, 25], SPICE [26], SEQUEL [27], MАТLAB [28–
30], які дозволяють реалізувати розрахунки і чисельне моделювання, чисельні 
методи використовуються найчастіше. Однак необхідно відзначити, що ці 
методи мають такі недоліки: чисельне рішення рівнянь з суттєво вираженою 
нелінійністю вимагає великої кількості ітерації, що супроводжується значними 
витратами часу. Ще низкою недоліків є те, що точність розрахунку істотно 
залежить від коректності обраних початкових наближень і конфігурації схеми, 
а також від методу і кроку інтегрування. 
На відміну від численних, аналітичні методи мають суттєву перевагу. Вони 
дозволяють провести якісний аналіз і дати адекватну оцінку процесам в НЕК 
оцінити вплив всіх факторів при роботі системи, їх внесок і значущість [1–3, 5, 
9, 10, 21]. 
Як відомо, роботу кіл описують нелінійні диференціальні рівняння, 
рішення яких дозволяє визначити струми, що протікають в колі. На основі 
проведеного аналізу літературних джерел для вирішення таких дослідники 
часто вибирають метод малого параметра (ММП) [3, 5, 9, 10, 21], що 
відноситься до групи методів збурень, як найбільш ефективний, універсальний і 
простий в реалізації. ММП є одним із найефективніших засобів сучасної 
прикладної математики, який широко застосовується в механіці, фізиці й інших 
науках, що оперують диференційними рівняннями. ММП дозволяє отримувати 
аналітичні рішення складних лінійних та нелінійних крайових задач, як для 
звичайних диференційних рівнянь так і для рівнянь в частинних. Його можна 
використовувати окремо або в комбінації з іншими методами [3, 5]. Головною 
перевагою ММП є його ефективність при вирішенні складних диференційних 
рівнянь, що описують процеси в НЕК. Саме тому в роботі пропонується 
використовувати ММП для визначення гармонічного складу струму 
нелінійного навантаження, підключеного до системи електропостачання. Це 
дозволить коректно обрати параметри лінійного дроселя для зменшення впливу 
вищих гармоніку сигналі струму. 
Згідно ММП [3, 9, 10], нелінійне диференційне рівняння розв’язують у 
області часу шляхом послідовних наближень, представляючи шуканий 
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де x0 – рішення рівняння нульового наближення (останнє отримують із 
вихідного, покладаючи, що всі нелінійні члени в ньому відсутні); x1 – рішення 
рівняння першої поправки, яка враховує вплив нелінійних членів в першому 
наближенні; x2 – рішення рівняння другої поправки тощо. 
Автором роботи [3] було доведено ефективність застосування ММП для 
аналізу НЕК з мінімальними похибками. Відповідно до ММП, наближене 
розв’язання нелінійних рівнянь, що описують процеси в нелінійних колах, 
знаходять у вигляді функціонального ряду за зростаючими степенями малого 
параметра. Підставляючи такий ряд у вихідне рівняння і представляючи його 
системою рівнянь за степенями малого параметра, визначаються всі функції, 
що входять до рішення.  
Беречи до уваги вищеперелічені недоліки описаних чисельних методів 
аналізу НЕК, а також те що ММП реалізується зазвичай в області часу, що 
супроводжується складними тригонометричними перетвореннями, і знижує 
його ефективність, необхідним є пошук нового методу або удосконалення 
існоючого. Тому для підвищення ефективності аналітичних розрахунків 
запропоновано реалізувати ММП в частотної області з використанням 
автоматизованого методу формування ортогональних гармонійних складових 
електричних величин [20, 31] на базі алгоритму дискретної згортки [32]. 
 
3. Мета і задачі дослідження 
Метою роботи є розробка ефективного та простого з практичної точки зору 
аналітичного методу аналізу нелінійної електротехнічної системи, за рахунок 
реалізації розрахунків у частотній області із можливістю їх автоматизації, який 
дасть можливість провести якісний аналіз досліджуваної системи, а саме 
дозволить провести оцінку впливу параметрів кола на гармонічний склад 
струму.  
Для досягнення поставленої мети були сформульовані наступні задачі: 
– розвитнути ММП шляхом його реалізації в частотній області за рахунок 
використаннян автоматизованого методу формування електричних величин на 
базі алгоритму дискретної згортки; 
– провести порівняльний аналіз ММП із реалізацією розрахунків у 
частотній області, що розробляється, із класичним ММП у області часу та із 
результатами розрахнку математичної моделі досліджуванго електричного 
кола. 
 
4. Аналіз розрахунку нелінійних електричних кіл електротехнічних 
систем з використанням ММП у частоній області 
4. 1. Алгоритм аналітичного методу аналізу НЕК у частотній області на 
основі ММП 
MMП в області часу є прототипом MMП, реалізованого в частотній 
області. Необхідно зазначити, що реалізація в частотній або області часу не 
впливає на точність. У цьому відношенні буде мати значення тільки точність 
апроксимації ВАХ нелінійної функції, а також кількість гармонік, що 












результаті цього розрахунок в області часу стане трудомістким і 
супроводжуватиметься труднощами, пов'язаними з багаторазовим 
перемноженням сигналів струму і напруги, що задані у вигляді рядів Фур’є, 
тригонометричними перетворення функцій косинуса і синуса, функцій 
подвійного кута і таке інше.  
Кінцевим результатом тригонометричних перетворень повинні бути 
вирази, що містять функції cos(kωt) і sin(kωt), де k – номер гармоніки. Також 
тригонометричні перетворення складно піддаються автоматизації. Все це може 
призвести до отримання неправильного і непрогнозованого результату. Тому 
пропонується розвинення ММП шляхом реалізації у частотній області. 
Основною перевагою MMП в частотній області є те, що тригонометричні 
перетворення, пов’язані з перемноженням сигналів струму і напруги, 
реалізуються за допомогою операції дискретної згортки, що забезпечить 
адаптацію для програмної автоматизації аналітичних розрахунків. Це дозволяє 
істотно скоротити витрати часу і спростити процес аналітичного розрахунку. 
Також це дає можливість отримання прогнозованого результату не залежно від 
ступеня апроксимуючого полінома, а також кількості аналізованих гармонік [9, 
10, 13, 23]. 
Алгоритм аналізу НЕК в аналітичному вигляді на основі ММП в частотній 
області представлений на рис. 1 включає в себе наступні дії: 
1. Записується вираз, що визначає вигляд нелінійності досліджуваного 
електричного кола:  
 
μ=f(i),             (2) 
 
де μ – нелінійний параметр. Відповідно до класичного ММП нелінійність 
представляється у вигляді миттєвого опору, що нелінійно залежить від струму. 
2. З використанням автоматизованого методу формування складових 
миттєвих змінних електричного кола в частотній області, заснованого на 
операції дискретної згортки, формується рівняння з використанням другого 
закону Кірхгофа. У лівій частині записується вираз для напруги на нелінійному 
елементі, а в правій – різниці напруг на джерелі живлення й всіх споживачів, за 
винятком нелінійного. 
3. Для розв’язання отриманого нелінійного рівняння струм 
представляється у вигляді степеневого ряду за нелінійном параметром µ: 
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де a0, a1, a2, an – відповідні коефіцієнти степеневого ряду; n – порядок 
степеневого ряду, та й відповідно номер коефіцієнта. 
Необхідно відзначити, що для достовірного аналізу процесів, що 
протікають в електричних колах, а також для урахування особливостей, 
внесених нелінійними елементами, необхідно ступінь ряду, що описує струм, 









4. Для представлення (3) у частотній області вводяться додаткові 
позначення. Згідно ММП було прийнято, що ортогональні косинусна aa0 і 
синусная ab0 складові коефіцієнта a0, який є породжуючим рішенням і описує 






















          (4)  
 
де A0, B0 – коефіцієнти, що залежать від параметрів кола, косинусні та синусні 
відповідно.  
Відповідно до ММП, який реалізується у частотній області, гармонічний 
склад коефіцієнтів a0, a1, та an степеневого ряду (2) формується за наступним 
принципом. Коефіцієнт a1 буде мати у собі гармонічний склад, що відповідає 
гармонічному складу коефіцієнта 10
ha   піднесеному до ступеня m у частотній 
області, де h – це максимальний ступінь струму у виразі, що описує напругу на 
нелінійному елементі. 
Тобто косинусна aa1 та синусна ab1 складові a1 у загальному випадку у 




















  де A1k, B1k – складові коефіцієнта a1, що залежать від параметрів 
кола; k – номер гармонічної складової, що формує коефіцієнт; K – 
максимальний номер гармонічної складової струму, що формує коефіцієнт, m – 













Підставляючи (в) в рівняння балансу напруги кола, 
групуються коефіцієнти при однакових степенях малого 
параметру μ та формується система рівнянь, з якої 
визначаються коефіцієнти A0, B0, Anm, Bnm.




nI a a ... a     
Для представлення степеневого ряду (а) в частотній області 
вводяться додаткові позначення та записуються масиви 
дійсних та уявних складових відповідних коефіцієнтів: 
(а)
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Задається вираз, що визначає вигляд нелінійності 
досліджуваного електричного кола: μ=f(i).



























Рис. 1. Алгоритм реалізації ММП в частотній області 
 
В свою чергу гармонічний склад коефіцієнта a2 буде визначатись, як 
згортка 0 1*
ha a  у частотній області. 
Отже відповідно до максимального ступеня струму у виразі, що описує 
напругу на нелінійному елементі та його гармонічному складу, буде 
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     
           (6) 
 
де N – максимальний порядок степеневого ряду. 
6. Підставляються (6) у рівняння балансу напруг кола, групуються 
коефіцієнти при однакових ступенях малого параметра μ і формується система 
рівнянь, з якої визначаються коефіцієнти A0, B0, Anm, Bnm. 
 
4. 2. Розрахунок електричного кола з нелінійною індуктивністю з 
використанням ММП у частотній області 
Розглянемо приклад розрахунку електричного кола, що складається з 





Рис. 2. Електричне коло з нелінійною індуктивністю 
 
Напруга живлення uS(t) задана синусною складовою першої гармоніки: 
uS(t)=Ub1sin( t). Для аналізу струм представляється у вигляді першої та третьої 
гармонічних складових: 
 
         1 1 3 3cos sin cos 3 sin 3 .a b a bi t I t I t I t I t         
 
Для аналізу заступної схеми досліджуваного кола (рис. 2) приймались 
наступні чисельні значення параметрів кола: Ub1=–12,5 В, R=50 Ом. 
Як відомо, НЕК описуються диференційними рівняннями, розв’язання 
яких дозволяє провести аналіз системи. Для дослідження системи, наведеної на 
рис. 2, було сформоване диференційне рівняння балансу напруг із залежністю 

















u t i t R
dt

            (7) 
 
де  – потокозчеплення. 
Нелінійна залежність струму від потокозчеплення апроксимується 
поліномом третього степеня: 
 
  3,i a b                (8) 
 
де a, b – відповідні коефіцієнти полінома. Під час досліджень, що були 
проведені із метою вибору оптимальної функціїї для опису нелінійної 
характеристики у програмному пакеті CurveExpert, було виявлено, що функція 
(8), тобто поліном третього ступеня, за відсутності квадратичного члена має 
найбільший коефіцієнт співпадіння із кривою залежності струму від 
потокозчеплення. 
В результаті чисельної побудови (8) було отримано криву намагнічування 
нелінійної індуктивності (рис. 3), при цьому чисельні значення коефіцієнтів 




Рис. 3. Крива намагнічування нелінійної індуктивності 
 
Для можливості реалізації аналізу досліджуваного електричного кола з 
використанням ММП у частотній області диференційне рівняння (7) 










             
(9)  
 
де USa, URa, ULa – косинусна складова напруги живлення, напруги на активному 
опорі R, напруги на нелінійній індуктивності, відповідно; USb, URb, ULb – 
синусна складова напруги живлення, напруги на активному опорі R, напруги на 










Відповідно до ММП, що реалізується в частотній області, представлялись 
косинусні та синусні складові напруги живлення (10), напруги на активному 
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Відповідно до (7) напруга на нелінійній індуктивності визначається як 
d (t)/dt, тому для подальшого представлення її у частотній області спочатку 
записуються косинусні та синусні складові потокозчеплення, що задаються 
першою та третьою гармоніками:





























                   (12) 
 
де a1, a3 – косинусна складова першої та третьої гармоніки потокозчеплення, 
відповідно; b1, b3 – синусна складова першої та третьої гармоніки 
потокозчеплення, відповідно. 
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                  (13) 
 
Відповідно до (8), з використанням автоматизованого алгоритму 
формування складових електричних величин у частотній області визначаються 
косинусні та синусні складові потокозчеплення у третьому ступені. Далі 
здійснюється формування масивів косинусних та синусних складових струму, 
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Відповідно до алгоритму ММП (рис. 1) та приймаючи до уваги вираз (7), 
представимо потокозчеплення у вигляді полінома першого ступеня за 
нелінійним параметром b: 
 
0 1 ,a a b                     (15) 
 
де a0, a1– відповідні коефіцієнти полінома. 
Відповідно до гармонічного складу потокозчеплення (t) та алгоритму 














   0 0 0cos sin ,a A t B t                       (16) 
 
так як це породжуючи рішення. 
Відповідно до правила формування гармонічного складу a1 для даного 
електричного кола проаналізувавши 3
0a , одержуємо, що a1 формується окрім 
першої, ще й третьою гармонікою: 
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                    (17) 
 
де A0, B0, A11, B11, A13, B13 – коефіцієнти, що залежать від параметрів кола. 
Тоді поліном, що описує потокозчеплення у досліджуваному колі буде 
мати вигляд: 
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Коефіцієнти в (18) групуються за відповідними тригонометричними 
функціями і частотами, та записуються масиви косинусних та синусних 

































a1=A0+A11b, b1=B0+B11b,  
 
a3=A13b, b3=B13b.  
 
Наведені вище вирази підставляються у рівняння балансів напруг у 
частотній області та прирівнюються коефіцієнти при однакових ступенях 
нелінійного параметра. Необхідно відзначити, що враховувати будемо лише 
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Підставляючи отримані аналітичні значення коефіцієнтів в масиви (18), 
визначаються аналітичні залежності та чисельні значення гармонічних 
складових потокозчеплення досліджуваного кола a1, b1, a3, b3 у функції 
коефіцієнтів A0, B0, A11, B11, A13, B13. Підставляючи a1, b1, a3, b3 у вирази 
(14), визначаються аналітичні залежності та чисельні значення гармонічних 













4. 3. Порівняльний аналіз розробленого і класичного ММП 
Розраховані значення гармонічних складових струму з використанням 
класичного ММП і запропонованого ММП з використанням миттєвого опору у 
частотній області порівнювалися з результатами чисельного моделювання 




Рис. 4. Криві струму досліджуваного кола: ( ) – отримана з використанням 
запропонованого ММП, ( ) –з використанням класичного ММП,  
( ) – отримана внаслідок розрахунку математичної моделі 
 
В якості критеріїв оцінки точності двох методів, що зпівставляються, були 
обрані відносна похибка за величиною гармонічних складових шуканого 
струму та за амплітудою та фазою першої та третьої гармонік (табл. 1). Також 
проводилась оцінка ступеня збігу розрахованих кривих сигналу струму з 






Результати порівняльного аналізу розробленого і класичного ММП 










δ(Ia1), % 6,313 8,5 
δ(Ib1), % 0,39 4,7 
















δ(I3), % 2,273 7,577 

















 0,993 0,962 
 
Проведений порівняльний аналіз запропонованого і класичного методу 
малого параметра з результатами чисельного розрахунку математичної моделі 
електричного кола з RL-навантаженням показав, що розроблений метод 
забезпечує більшу адекватність результатів і вищу точність розрахунків.  
 
5. Обговорення результатів викорисатння удосконаленого ММП із 
реалізацією у частотній області для аналізу нелінінйих електричних кіл 
Необхідно відзначити, що точність розрахунку залежить від точності 
апроксимації характеристики нелінійного елемента. При реалізації аналізу 
досліджуваного кола для уникнення громіздкості аналітичних виразів для 
розрахунку була обрана поліноміальна залежність третього ступеня. Такий 
вибір було зумовлено проведеним експериментальним дослідженням у 
математичному пакеті з метою пошуку функції, що при мінімальній кількості 
членів забезпечить прийнятну точність опису нелінійної характеристики. 
 При цьому наведені вище чисельні значення відносних похибок за 
значеннями гармонічних складових струму не перевищують 6 % навіть при 
відносно невисокій якості апроксимації. 
Отже до переваг ММП у частотній області можна віднести те, що він є 
достатньо простим у реалізації, забезпечує високу точність та ефективність 
отримання чисельних значень амплітудних складових струму та дозволяє 
здійснювати аналіз в аналітичному вигляді процесів досліджуваного 
електричного кола з нелінійним навантаженні. 
Недоліком методу є необхідність нехтувати вищими гармонічними 
складовими при вирішенні сформованої системи рівнянь, що тягне за собою 
зниження точності. Також для досягнення точної апроксимаційної залежності 
нелінійної характеристики необхідно використовувати поліноміальну функцію 
високого ступеня, що збільшить громіздкість аналітичних виразів. 
Представлені дослідження показують можливість реалізації ММП в 
частотної області із його практичним використанням, а саме: представлений 
метод дає можливість якісного аналізу показників роботи підключеного 
нелінійного навантаження і спектра струму, що є хорошою основою для 
розвитку методу вибору засобів активної і пасивної фільтрації, що вже був 
частково представлений у роботі [21]. 
У подальших дослідженнях отримані аналітичні вирази дозволять вивчити 













нелінійним навантаженням, що містить напівпровідникові перетворювачі, для 
можливості більш точного вибору засобів як пасивної так і пасивної фільтрації. 
 
6. Висновки 
1. Розвинуто метод аналітичного аналізу шляхом реалізації методу малого 
параметру у частотній області шляхом реалізації його у частотній області. 
Показано, що метод дозволяє уникнути складних тригонометричних 
перетворень та спростити аналітичні розрахунки й максимально адаптувати їх 
до автоматизації за рахунок використання автоматизованого методу 
формування складових миттєвих величин у частотній області, що дозволить 
скоротити витрати часу. 
2. Розроблено алгоритм розрахунку нелінійних електричних кіл методом 
малого параметру у частотній області з використанням ортогональних 
складових нелінійного опору та доведено ефективність його використання. 
Особливістю представленого алгоритму є автоматизація аналітичних 
розрхунків у середовищі математичного пакету. Проведений порівняльний 
аналіз запропонованого методу малого параметра з класичним методом малого 
параметра на прикладі розрахунку електричного кола з RL навантаженням 
показав, що розроблений метод забезпечує більшу адекватність результатів та 
вищу точність розрахунків у порівнянні із існуючим. Відносна похибка за 
гармонікамі струму не перевищує 6 %. Відносна похибка за амплітудою першої 
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